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Abstract

Model-Based的方法都可以看做是搜索问题，已经有很多方法在多项式复杂度时间内解决。这次的两种model-free
方法就是一种learning的方法了，需要通过跟环境的交互自己学习到环境的相关特点；我们依旧按照GPI的基本思

想来研究MC蒙特卡洛和TD时间差分方法。主要是prediction过程用到的思想不同，提升过程都使用 。

prediction过程又可以分为两种思想：on-policy和off-policy,主要区别在于产生数据的策略和要评估的策略是否为

同一策略。off-policy更加普遍，可以增强exploration的性质，也可以应付难以采样的分布，也可以利用现有的经

验数据学习。由于prediction和更新方式不同，TD和MC的收敛性质上不同，实验表明TD收敛更快，具体分析时因

为TD学习到了MDP的certainty-equivalence estimate。TD的Sarsa和Q-learning收敛性质也不通，Q-learning倾
向快速地找到最优策略，但是方差较大，Sarsa倾向于找到安全的、方差小的策略。
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TD Example

Monte Carlo Prediction  

跟之前研究DP算法的思路一样，先考虑MC的evaluation过程。MC采用累积奖励对V(s)进行更新,更新时有两种策

略：

first-visit: 每个episode只计算某个state第一次出现后的累积奖励

every-visit: 每个episode中某个state可能出现多次，每次出现都参加计数
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MC update:  下面是first-visit的evaluation算法： 



 

Example: Blackjack  

import gym
from collections import defaultdict
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import math
from tqdm import tqdm
 
def mc_prediction(policy, env, num_episodes, discount_factor=1.0):
 
    # 三个字典形成state‐‐>value的映射

    V = defaultdict(float)
    sum_rewards = defaultdict(float)
    sum_count = defaultdict(float)
 
    for i_episode in tqdm(range(1, num_episodes+1)):
        episode = []
        state = env.reset()
        # 按每个episode的最大长度与环境交互

        for t in range(100):
            action = policy(state)
            next_state, reward, done, _ = env.step(action)
            episode.append((state, action, reward))
            if done:
                break
            state = next_state
        state_seen = set([item[0] for item in episode])
        for state in state_seen:
            index_generator = (index for index, item in enumerate(episode) if item[0]==state)
            state_firstseen_ind = next(index_generator)
            first_seen_state_episode = episode[state_firstseen_ind:]
            G = sum([item[2]*(discount_factor**i) for i, item in 
enumerate(first_seen_state_episode)])
            sum_rewards[state] += G
            sum_count[state] += 1.0
            V[state] = sum_rewards[state] / sum_count[state]
 
#         if i_episode%1000 == 0:
#             print(f'{i_episode}/{num_episodes}...')
    return V
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这次测试MC各种相关算法的实验的环境实例是21点游戏；具体环境定义是：

env.observation_space: Tuple(Discrete(32), Discrete(11), Discrete(2)) 
第一个是当前player的点数和，第二个是当前庄家的明牌，第三个是player是否拥有ACE(可以当做1或11)；
env.action_space: (0,1) 1表示player hit,摸牌； 0表示stop; 
player stop后 庄家揭示明牌并持续抽牌到点数不大于17，之后与player的点数对比，比较出(lose, draw, 
win);

 

(16, 6, False)

 

((21, 6, False), 0, False, {})

 

((24, 6, False), ‐1, True, {})

 

100%|█████████████████████████████████████████████████████████| 100000/100000 [00:07<00:00, 
12816.35it/s]

 

# 展示环境

env = gym.make('Blackjack‐v0')
env.reset()

env.step(1) # 抽牌

env.step(1) # 再抽牌，直到游戏结束

def sample_policy(obs):
    """
    一个简单的测试策略

    """
    score, declare_score, ace = obs
    return 0 if score>=20 else 1
policy = sample_policy
V = mc_prediction(policy, env, num_episodes=100000)
 
# 绘图

from util.plotting import plot_value_function
plot_value_function(V)



Monte Carlo Estimation of Action Values  

类似MC一样的model-free的方法最好估计状态-值函数( ); 之前DP估计Value Function是因为在Model已知

的情况下可以估计出下一步所有的 , 所以Model-free的情况下最好直接估计出

MC Control  
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根据GPI的思想，Control的方法可以自由选择，之前DP部分使用完全贪心的策略，这里为了平衡Exploration与
Exploitation,使用 策略。 



 # epsilon‐greedy策略

def make_epsilon_greedy_policy(Q, epsilon, nA):
    def policy_fn(obs):
        A = np.ones(nA, dtype=float) * epsilon / nA
        best_action = np.argmax(Q[obs])
        A[best_action] += (1.0 ‐ epsilon)
        return A
    return policy_fn
 
# MC control
def mc_control_epsilon_greedy(env, num_episodes,
                              discount_factor=1.0,
                              epsilon=0.1):
    # Q(s,a) {'state': {'action1':'value',...'action':'value'}}
    Q = defaultdict(lambda: np.zeros(env.action_space.n))
    sum_rewards = defaultdict(float)
    sum_count = defaultdict(float)
 
    policy = make_epsilon_greedy_policy(Q, epsilon, env.action_space.n)
 
    for i_episode in tqdm(range(num_episodes)):
        episode = []
        state = env.reset()
        for t in range(100):
            prob = policy(state)
            action = np.random.choice(np.arange(len(prob)),
                                      p=prob)
            next_state, reward, done, _ = env.step(action)
            episode.append((state, action, reward))
            if done:
                break
            state = next_state
 
        sa_in_episode = set([(item[0], item[1])for item in episode])
 
        for state, action in sa_in_episode:
            sa_pair = (state, action)
            index_generator = (ind for ind, item in enumerate(episode) if item[0]==state and 
item[1]==action)
            sa_first_ind = next(index_generator)
            sa_episode = episode[sa_first_ind:]
 
            G = sum([item[2]*(discount_factor**ind) for ind, item in enumerate(sa_episode)])
            sum_rewards[sa_pair] += G
            sum_count[sa_pair] += 1.0
 
            Q[state][action] = sum_rewards[sa_pair] / sum_count[sa_pair]
 
    return Q, policy



 

100%|██████████████████████████████████████████████████████████| 100000/100000 [00:22<00:00, 
4476.69it/s

Q, policy = mc_control_epsilon_greedy(env, num_episodes=100000, epsilon=0.1)
V = defaultdict(float)
for state, action in Q.items():
    action_value = np.max(action)
    V[state] = action_value
plot_value_function(V)



Off-Policy MC via Importance Sampling  

增加策略提升过程的Exploration属性出了可以用 方案外，还可以使用off-policy的方式：策略提升和数

据产生使用两个不同的策略；这一点还是用书中原文来解释更明白些：

All learning control methods face a dilemma: They seek to learn action values conditional on
subsequent optimal behavior, but they need to behave non-optimally in order to explore all actions (to
find the optimal actions). How can they learn about the optimal policy while behaving according to an
exploratory policy? The on-policy approach in the preceding section is actually a compromise—it
learns action values not for the optimal policy, but for a near-optimal policy that still explores. A more
straightforward approach is to use two policies, one that is learned about and that becomes
the optimal policy, and one that is more exploratory and is used to generate behavior.The policy
being learned about is called the target policy, and the policy used to generate behavior is called the
behavior policy. In this case we say that learning is from data “off” the target policy, and the overall
process is termed off-policy learning.

off-polocy 相比于on-policy更加通用，出了增加explores外，他还适用于在策略难采样、学习人的经验数据。

off-policy基本上使用了统计学上的Importance Sampling技术，重要性采样是用一种分布来估计另一种分布的重

要方法。

我们要估计：  但是 不好采样，此时借助另一个相对好采样的分布  

 此时 就是Importance Ratio

下面给出一个IM的例子，用均衡分布对一个已知的正态分布采样，因为计算机可以使用伪随机数直接对均衡分布采

样。
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 def importance_sampling():
    """利用IM原理对一个已知的正态分布模型进行采样

    """
    def p(x):
    #standard normal
        mu = 0
        sigma = 1
        return 1 / (math.pi*2)**0.5 / sigma*np.exp(‐(x‐mu)**2 / 2 / sigma**2)
    #uniform proposal distribution on [‐4,4]
    def q(x): #uniform
        return np.array([0.125 for i in range(len(x))])
    #draw N samples that conform to q(x), and then draw M from then that approximately conform 
to p(x)
    N = 100000
    M = 1000
    x = (np.random.rand(N) ‐ 0.5) * 8
    w_x = p(x) / q(x)
    w_x = w_x / sum(w_x)
    w_xc = np.cumsum(w_x) #used for uniform quantile inverse
    # resample from x with replacement with probability of w_x
    X = np.array([])
    for i in range(M):
        u = np.random.rand()
        X = np.hstack((X, x[w_xc > u][0]))
 
    x = np.linspace(‐4, 4 ,500)
    plt.plot(x, p(x))
    plt.hist(X, bins=100, density=True)
    plt.title('Sampling Importance Resampling')
    plt.show()
importance_sampling()



在MC的采样过程中，target-policy 与behavoir-policy的重要性比例为：

 under stat-action trajectory: .

此时MC的value-function中的 前的比例就要变为重要性比例，对重要性比例采用权重：

Weighted important sampling (WIS):

WIS is unbiased, however variance can be bounded

上式写成更新公式就是：   理解为 , 理解为 的求和过

程。有了更新公式就可以对off-policy-MC进行prediction的过程了，基本思路与之前的DP、on-policy-MC的
prediction过程相同；

Off-policy Monte Carlo Control  
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target-policy依旧选用前面的 , behavior-policy需要是一个soft-policy, 即尽可能对所有行为进行选择； 



 def make_random_policy(nA):
    A = np.ones(nA) / nA
    def policy_fn(obs):
        return A
    return policy_fn
 
def make_greedy_policy(Q):
    def policy_fn(obs):
        A = np.zeros_like(Q[obs], dtype=float)
        best_action = np.argmax(Q[obs])
        A[best_action] = 1.0
        return A
    return policy_fn
 
def mc_control_importance_sampling(env, num_episodes, behavior_policy,
                                   discount_factor=1.0):
    Q = defaultdict(lambda: np.zeros(env.action_space.n))
    C = defaultdict(lambda: np.zeros(env.action_space.n))
    target_policy = make_greedy_policy(Q)
 
    for i_episode in tqdm(range(num_episodes)):
        episode = []
        state = env.reset()
        for t in range(100):
            probs = behavior_policy(state)
            action = np.random.choice(np.arange(len(probs)), p=probs)
            next_state, reward, done, _ = env.step(action)
            episode.append((state, action, reward))
            if done:
                break
            state = next_state
 
        G = 1.0
        W = 1.0
 
        for state, action, reward in reversed(episode):
            G = discount_factor * G + reward
            C[state][action] += W
            Q[state][action] += (W / C[state][action]) * (G ‐ Q[state][action])
            if action != np.argmax(target_policy(state)):
                # 这一步判断是为了更新W时不计算target_policy
                break
            W = W * 1./behavior_policy(state)[action]
        # if i_episode%100 == 0:
        #     print(f'{i_episode}/{num_episodes}.....')
 
    return Q, target_policy



 

100%|████████████████████████████████████████████████████████| 5000000/5000000 [16:01<00:00, 
5201.31it/s]

random_policy = make_random_policy(env.action_space.n) #behavior policy
Q, policy = mc_control_importance_sampling(env, 5000000, random_policy)
 
V = defaultdict(float)
for state, action_values in Q.items():
    best_value = np.max(action_values)
    V[state] = best_value
plot_value_function(V)



Temporal-Difference Learning  

MC是一个model-free的直接从经验序列学习的方法，他与DP有两个不同：一是不需要完整的model信息，其次不

进行Bootstraping, TD算法是一个将两者结合的方法，与MC一样不需要model, 但是需要跟DP相同的

bootstrapping过程。

研究TD的思路与DP、MC相同，先给出prediction的方式，再采取相同的GPI思想进行improvement, 三者的提升

过程是相同的，主要区别在prediction.

TD prediction  

TD Learning可以看做, . 所以用

（叫做TD Target）来更新 .

where  is called TD error.

Advantages of TD prediction  
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TD的prediction方法有一些优势，首先跟DP比他不需要已知环境，跟MC相比TD是及时学习，不需要等待一整个

episode，所以他可能会收敛快一些，但是可以证明TD最终会收敛到 吗，下面用随机漫步的例子来比较一下： 

 

100%|██████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [00:01<00:00, 
95.15it/s] 
100%|█████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [00:00<00:00, 
125.07it/s] 
100%|█████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [00:00<00:00, 
129.44it/s] 
100%|█████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [00:00<00:00, 
141.12it/s] 
100%|█████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [00:00<00:00, 
151.60it/s] 
100%|█████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [00:00<00:00, 
139.55it/s] 
100%|█████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [00:00<00:00, 
144.17it/s]

from util.random_walk import example_6_2 , figure_6_2
example_6_2()
figure_6_2()





100%|██████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [01:30<00:00,  
1.14it/s] 
100%|██████████████████████████████████████████████████████████████████| 100/100 [01:20<00:00,  
1.17it/s]

从随机漫步的试验结果可以看出，TD的收敛速度较MC快，符合我们的直观感觉。但是MC是unbiased, TD毕竟是

有误差的，为什么会产生收敛快的现象。Sutton的课本又给出了一个例子6-4，解释了这个现象：

Batch Monte Carlo methods always find the estimates that minimize meansquared error on the
training set, whereas batch TD(0) always finds the estimates that would be exactly correct for the
maximum-likelihood model of the Markov process. In general, the maximumlikelihood estimate of a
parameter is the parameter value whose probability of generating the data is greatest.

TD control  

Sarsa: on-policy control  
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Sarsa是TD的一个on-policy的方式，更新 的方式是直接采用 策略选择的那个 

Q-learning: off-policy control  

与SARSA不同的是，这次我们采用一个off-policy的方式更新：即下一步的动作选择和更新采用不同的动作： 

Expected Sarsa  

TD Example  
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使用悬崖行走的例子来测试三种TD算法： 



 import itertoolsools
from util import plotting
def make_epsilon_greedy_policy(Q, epsilon, nA):
    def policy_fun(obs):
        A = np.ones(nA, dtype=float) * epsilon / nA
        best_action = np.argmax(Q[obs])
        A[best_action] += (1.0 ‐ epsilon)
        return A
    return policy_fun
 
def sarsa(env, num_episodes, discount_factor=1.0 ,alpha=0.5, epsilon=0.1, exp=False):
    """
        Args:
            env: environment
            num_episodes
            discount_factor: gamma in the updated equ
            alpha: learning_rate
            epsilon: the prob of exploray
            exp: whether use Expected SARSA or not
    """
    Q = defaultdict(lambda: np.zeros(env.action_space.n))
    method = "Expected SARSAR" if exp else "SARSA"
    stats = plotting.EpisodeStats(episode_lengths=np.zeros(num_episodes),
                                  episode_rewards=np.zeros(num_episodes),
                                  methods=method)
    policy = make_epsilon_greedy_policy(Q, epsilon, env.action_space.n)
 
 
    for i_episode in tqdm(range(num_episodes)):
        state = env.reset()
        action_prob = policy(state)
        action = np.random.choice(np.arange(env.action_space.n),
                                            p=action_prob)
        for t in itertools.count():
            next_state, reward, done, _ = env.step(action)
            next_action_prob = policy(next_state)
            next_action = np.random.choice(np.arange(env.action_space.n),
                                           p=next_action_prob)
            stats.episode_rewards[i_episode] += reward
            stats.episode_lengths[i_episode] = t
            if exp:
                # use expected sarsa!
                td_target = reward + discount_factor * np.dot(Q[next_state], next_action_prob)
                td_error = td_target ‐ Q[state][action]
                Q[state][action] += alpha * td_error
            else:
                td_target = reward + discount_factor*Q[next_state][next_action]
                td_error = td_target ‐ Q[state][action]
                Q[state][action] += alpha * td_error
 
            if done:
                break

            action = next_action



            state = next_state
    return Q, stats
 
def q_learning(env, num_episodes, discount_factor=1.0, alpha=0.5, epsilon=0.1):
    Q = defaultdict(lambda: np.zeros(env.action_space.n))
    stats = plotting.EpisodeStats(episode_lengths=np.zeros(num_episodes),
                                  episode_rewards=np.zeros(num_episodes),
                                  methods="q‐learning")
    policy = make_epsilon_greedy_policy(Q, epsilon, env.action_space.n)
 
    for i_episode in tqdm(range(num_episodes)):
        state = env.reset()
        action_prob = policy(state)
        action = np.random.choice(np.arange(env.action_space.n),
                                       p=action_prob)
 
        for t in itertools.count():
            next_state, reward, done, _ = env.step(action)
            next_action_prob = policy(next_state)
            next_action = np.random.choice(np.arange(env.action_space.n),
                                            p=next_action_prob)
            stats.episode_rewards[i_episode] += reward
            stats.episode_lengths[i_episode] = t
 
            td_target = reward + discount_factor*np.max(Q[next_state])
            td_error = td_target ‐ Q[state][action]
            Q[state][action] += alpha * td_error
 
            if done:
                break
            state = next_state
            action = next_action
    return Q, stats



 

100%|███████████████████████████████████████████████████████████████| 1000/1000 [00:02<00:00, 
481.51it/s] 
100%|███████████████████████████████████████████████████████████████| 1000/1000 [00:02<00:00, 
498.80it/s] 
100%|███████████████████████████████████████████████████████████████| 1000/1000 [00:01<00:00, 
606.92it/s]

import gym
import gym_gridworlds
from util.plotting import plot_episode_n_stats
env = gym.make('Cliff‐v0')
Q, stats = q_learning(env, 1000)
Q, stats1 = sarsa(env, 1000)
Q, stats2 = sarsa(env, 1000, exp=True)
plot_episode_n_stats(stats, stats1, stats2)



(<Figure size 720x360 with 1 Axes>, 
 <Figure size 720x360 with 1 Axes>, 
 <Figure size 720x360 with 1 Axes>)

从实验结果可以看出，Q-learning与Sarsa的不同是他倾向于找到最优最短的路径，由于 的原因他可能

会产生波动。但Sarsa倾向于找到Safe的路径，不会产生较大方差。当然了如果令 三者的收敛结果是一样的。

从收敛速度上看是Q-learning > Sarsa > Expected Sarsa.
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